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Université de Relizane Ahmed Zabana

1¢" année ST Maths 01
Fiche de TD 1

Exercice 1 : Soient p et ¢ deux assertions
Montrer en utilisant la table de vérité que les propositions suivantes sont vraies

2- (pANq) <=DV7
3 (pVaq)<==PAG 4 (p=q) <= (= D)

Exercice 2 : -Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses 7
- cos 5 est positif et Ine = 1.

- Pour tout x € R, sin(—z) = sinz ou elx =e "

- sin(—m) =sinm = In< > 0.

Yz eR, z?2>0.

-JzxeN, 22<0.

VzeR dJyeR, z+y+1=0.

Trouver les négations de les propositions précédentes ( a la maison ).

SOt W N =

Exercice 3 :
1)(Raisonnement direct) Soient z,y deux réels . Montrer que

v —yrt=y—r=ax=youxy=1
2)(Raisonnement par contraposition) Soient x,y deux réels. Montrer que

rFy=(r-Dy+1)#@@+1y-1)

3)( Raisonnement par contre-exemple)
3.1. Montrer que 'implication suivante est fausse

Ve eZ, z<9= 2%<8l.

32. EstcequeVa,beR Va?+b>=a+b"?
4)( Raisonnement par récurrence) Montrer que

Vn € N* 3k € N: 3 x 5271 4 232 = 17k,

5)( Raisonnement par I’absurde)

2
5.1. Montrer que Vx € R* 1+ 22#1+ %

b
5.2. Soient a,b € Rt Montrer que si a = b = @ _ .
1406 1+4a
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1¢" année ST Maths 01
Fiche de TD 2

Exercice 1 : Soit F un ensemble

Montrer que pour toutes parties A, B de
1-Cp(AUuB)=C0pANCEB 2-Cp(ANB)=C0gAUC:B
3-Cp (CrA) = A 4. A\B=(AUB)\ B

Exercice 2 : A, B et C' trois sous-ensembles de ensemble £ . Montrer que
-AUB=ANB=—A=8HB

3 BCcC= (ANB)C (ANC)

4- [(AcC)N(BC(O)] < [(AUuB) c (]

Exercice 3 : I- Soient a € R et R une relation binaire définie sur R par :
Vr,y € R :L'Ry<:>x3—y3:a(x2—y2)

1. Montrer que R est une relation d’équivalence dans R.

2. On pose a = 7, déterminer la classe d’équivalence de 6 .

II- Soit @ la Relation définie sur N* par : a®b <= dn € N tel que a” =

- Montrer que ® est une relation d’ordre dans N*. -L’ordre il est total ?

Exercice 4 ( 4 la maison ) : Soit f : R — R définie par f(x) =1 — 222
xDéterminer I'image directe de [—v/2/2,1/2/2] par I'application f
*Déterminer I'image réciproque de [—1, 1] par I'application f.

88—

Exercice 5 : Soit f : R — {—%} — R définie par f(z) =2 — 16

* f est-elle injective 7 surjective 7 justifier.
* Quelle restriction doit-on faire sur lensemble darrivée pour que f devienne une bijection ?
Dans ce cas donner 'application réciproque de f.
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1¢" année ST Maths 01
Fiche de TD 3

Exercice 1 :
* Déterminer le domaine de définition des fonctions suivantes :

f(z) =3z — a3, g(z) =In(z — 2) + In(z + 2), h(z) = ”2—|—3x'

V522
« En utilisant la définition de la limite, montrer que linz(&l: +1)="1.

Exercice 2 ( a4 la maison ):
Etudier les limites quand x tend vers 400 des fonctions suivantes :

1
fx) =z +Vx — & et g(x)ziln(l%—x?)—lnx
Exercice 3 : )
sin x

7]

« Calculer limO f(z)  * f est-elle continue en 0 7 est-elle dérivable en 0 ? justifier.
T—>

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = siz#0et f(0)=1

Exercice 4 :

23 cos % st x>0,
Soit f : R — R une fonction définie par f(xz) =< 0 six =0,
2? sin = stz < 0.

* f est-elle continue en x =0 7
* Calculer f'(z) pour  # 0. En déduire Péquation de la droite tangente a f en 2 = L.
* f est-elle dérivable en x =0 ? * f est-elle de classe C*' (R) ?

Exercice 5 :
xLes fonctions suivantes sont-elles prolongeables par continuité sur R ?
1 1 x —T
a) f(x) = sinzsin (), b) f(z)=—In <e+26>, c) flz) = 1

x

X

1 2
—z  1—2x2

* Calculer en utilisant la regle de 'hopital les limites suivantes:

. e —1 . l+4cosmx . In(cos3z)
lim , lim ——— lim ————~
e—0 x ' o—122—-2r+1 2—0In(cos2z)
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1¢" année ST Maths 01

Fiche de TD 4

Exercice 1 : ]
1) Résoudre I"équation cos(2z) = 5 pour 0<z<27m

2) Montrer que I’équation 2cos®x + 7sinx = 5 peut s’écrire sous forme d’une équation
du seconde degré en sin x.

3) Résoudre cette équation pour 0 < z < 7.
Exercice 2 : Calculer les nombres suivants :
) . 18 . 18w ) . 1om ) .1 T
a) arcsin (sm > b) arccos <sm ) ¢) arcsin (sm > d) sin (arcsm > e) tan <arctan )
) D 7 3 2
Exercice 3 : 1) Montrer que V2 € [—1,1] on a :

a) cos (arcsinz) = V1 — 2 b) sin (arccosz) = V1 — a2

¢) arccos(z) + arccos(—z) =7 d) arccosz + arcsinz = g

2) Simplifier les expressions suivantes :

a) cos(2arccosx) b) cos(2arcsinx) ¢) sin(2arccos )

. g st x>0,
3) Montrer que  arctanx + arctan — =

x m

3 six <0
Exercice 4 : % Résoudre les équations suivantes :
. 4 .5 : : :

a) arcsinx = arcsin — 4 arcsin E b) (arcsinz —5)arcsinz = —4 ¢) 5coshx —4sinhz = 3.
xCalculer les limites suivantes :
a) 2cosh?z — sinh 2z (2 — +00) b) e** (2 cosh? 2 — sinh 2:6) (x — —o0).

1 1
xEtudier le domaine de définition de la fonction f définie par: f(z) =argch {2 (x + ﬂ
x

et simplifier son expression lorsqu’elle a un sens.
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1¢" année ST Maths 01
Fiche de TD 5

Exercice 1 : Calculer les DL a l'ordre 4 au voisinage de 0 des fonctions suivantes

1 e* 1
1) ——m— 2 3
)1+x—x2 )ef”—l )cosx
3/1 2
4) tanx 5) vita?
CoS T

Exercice 2 : Déterminer le DL en 0 a Uordre n des fonctions suivantes

1) coszv/1+x n=2

x

e

2) ——= n=2

)(1+a:)3

3) coshzln (1 + x) o
cos

Exercice 3 : Calculer les DL suivantes :

1
1) v/x au point 2 a lordre 3 2) % en 1 a l'ordre 2

1+ x)
T+

NG

-

en +oo a lordre 3

3) sinx au point % a l'ordre 3 4)
5) e™% en —oo & lordre 3

Exercice 4 : Calculer les limites suivantes :

2

. €Y —cosz
a) lim
z—0 ;L‘Q
o cosx —+1—a2
b) lim
r—0 ;p4
. zlnx
c¢) lim

z—1 32 — 1

d) lim (1+1)"

r—>400



Fiche de TD 1

Solution de L’exercice 1:
I) En utilisant la table de vérité

P|P|DP|p=D
VIF|V %4
FlVI|F V

De la méme maniere, on prouve (2) et (3) :
pla|pAg|pAg|p | q |pVa|(pPAq) < (PVT)
Vivi]i Vv F | F|F| F V
VIF| F Vi I F|V ]| V V
Fl1V ] F Vi I VIF| V V
FlF | F vV i vivi Vv V
plag|pVag|pVe|D|q|PAG| (Ve = PA])
Vivi]i Vv F | F|F| F V
VIF| V F I F|V ] F V
Fl1vi Vv F JVIF| F V
FlF | F Vo ivivi Vv V

on prouve (4) comme suit:
La définition mathématique est la suivante : L’assertion (pV q) est notée (p = q)

p=q|(=7| (p=q) = (=D

o S S
T < | e

<| <] | =S
<| =] <[ =

<|<|=l<
<|<|=|<
<|<|<l=
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Solution de L’exercice 2:

1- cos § est positif et Ine = 1 est une assertion vraie car cos (g) >0etlne=1

[(VAV)<—=V]
. . 1 _ . . . .
2- Pour tout z € R, sin(—x) = sinz ou — = e est une assertion vraie car sin(—z) = —sinz
e
fonction impaire (Pour tout x € R sin(—xz) = sinz fausse, la fonction sin est impaire),

— = e " est toujours vraie pour x € R
e

(FVV)<«<=V]

3 sin(—7) =sinm = In (%) > 0 est une assertion fausse car (sin(—m) = sinm = 0) est vraie
1

par contre In (;) est négative

(V= F) <= F]

4-Vz €R, 22> 0 est une assertion fausse car 3z = 0, 22 = 02 = 0 > 0 est fausse

5- 3z €N, 22 <0 est une assertion vraiecar 3z =0, 22=0>=0<0

6-VreR, dJyeR, x+y+1=0 est une assertion vraie

pour tout x € R on peut prendre y = —z — 1 (existe ) . Onax+y+1l=z—2—-14+1=0

Solution de L’exercice 3:
1)Raisonnement direct

Soient z,y € R
On suppose zy? — yz? = y — et on montre z = y ou xy = 1.

v —yrt=y—r =2y’ —yr* —y+x=0
= ayly—z)—y+ax=0
— ayly—x) —(y—2)=0
— (y—z)(zy—1) =0
—y—x=0o0uzy—1=0
—cr=youxry=1

Donc 2y? —ya’=y—zr=—=ax=youxy =1

2) Raisonnement par contraposition

Soient x,y € R

Le raisonnement par contraposition est basé sur léquivalence suivante. (p = q) < (¢ = p)
Alors: [z Ay= (z—1Dy+ 1) 4@+ D)y-D]e[z-Dy+1)=C+1)y—1) ==
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On suppose (r — 1)(y + 1) = (z + 1)(y — 1) et on montre z = y.

—Dy+)=@+)(y—-1)=ay+r—y—1l=ay—ax+y—1
—r—y=-—T+y
= 20 =2y
— =Y

Donczx#y= (x—1)(y+1)#(x+1)(y—1)
3) Raisonnement par contre-exemple

3.1. Montrons que I'implication est fausse
Six=-10€Z

—10 <9 = 100 < 81 est une proposition fausse
car
(V= F)<=F
3.2. Va,b€R a2 +b2=a+b est fausse car.

Sa négation 3 a,b € R Va? + b% # a + b est vraie
Ja=3etb=4

V32442 =25=5#3+4.
4) Raisonnement par récurrence
Montrons que
Vn e N*, 3k € N: 3 x 5271 429772 = 17k

On raisonne par récurrence. Pour n = 1, On a
Ixp 4232 =-17=17x1
Donc
Jk=1eN:3x51 42572 =17k

On suppose que
JkeN:3 x5 4272 =17k

et montrons que
Jk' € N: 3 x 52+t 4 23+ = 171/

On a
3 x 52n+1 + 23n+1 =3 %25 x 5271—1 + 23n—2 X 8

-8 (3 x 52n=1 4 23"*2) 417 x 3 x 521
=8 x 17Tk +17 x k"
= 17" avec k' = (8k + k")

8 Dr Djebbar Samir



Finalement, Vn € N*, 3 x 52"~1 4 23772 gt divisible par 17 .

5) Raisonnement par 1’absurde

Soit R une assertion on suppose que R est fausse ( R est vraie ) et on cherche une contra-
diction. c’est a dire R est vraie.

2
5.1. Montons que Vx € R* 1422 # 1+ %
2

On suppose dz € R* V1+22=1+ %

2 9 2\ 2
\/1+x2:1+%<:>(\/1+x2) _ <1+‘Z>

4

<:>1+gz:2:1+952+$Z

— 1t =0

< x =0 contradiction

5.2 On sait que (p ou q) est appelée implication logique et on la note p = ¢ donc la négation
de p = qelle est (pet q).
a b

1+b7é1—|—a

Nous raisonnons par l'absurde en supposant que a = b et

donca="bet a(l+a)#b(1+0b)
donca="beta—b+a*—0b*#0
donca="bet (a—b)(1+a+0b)#0

est une contradiction car a =b= (a —b) =0 = (a —b)(1 +a+b) = 0.

Conclusion : Si a = b alors ¢ _ b
1+ 1+a

Dr Djebbar Samir 9



Fiche de TD 2

Solution de L’exercice 1:

1- Soitx €Cp(AUB) <= 2¢ (AUB) <=1 <€ (AUB)
<—zrx€Aour€eB
< zxdgdAetx ¢ B
«— relgAetxecCsB
< 1 €lpAnCeB.

2. Soitx €l (ANB) <=z ¢ (ANB)<=2¢c(ANB)
< zrxecAetxeB
<~ zcxgAoux ¢ B
«— relgAouxecCpB
<« 1€ CgAUCEB.

3. Soit x € Cp (CEA) — ¢ (gA
=z e A

4. Soitvr € A\B<=urcAetxgB<=uvcAetzclyB
<z e (AnCpB)
= . A (AF‘ICEB>U®
<=z ¢€ (AnCzB)U(BNCLB)

1 (AUuB)NCgB
< re€(AUB)\B.

Solution de L’exercice 2:
o AUB=ANB=A=B7"
Hypothese : AUB=ANB

But: A=0B
rcA=>xc AUB

=>r€ANB car AUB=ANB
= x € B, ceci implique que A C B

re€B=xcAUB
==z ANB carAUB=ANBRAB

= x € A, ceci implique que B C A

10 Dr Djebbar Samir



Donc AUB=ANB=— A= B.
eACB=(pBcCclpA ?
Hypothese : A C B
But: EEBCCEA
rclpB=2¢B
=x¢ AcarAC B

ﬁZL’ECEA

DOHCACB:>CEBCBEA.
e BCC = (ANB)C (ANC)?

Hypothese : B C C
But: (ANB)C (ANC)
Vee(ANB)=z€AANzx€EB

CommeBCC=xcAANzc(C
=z e (ANC)

Donc: BCC = (ANB)C (ANC).
e [([ACO)N(BCO) <= [(AUuB)C(C]?

a. (ACC)N(BCO)=[(AUB)C(]?

Hypothese : (A C C)A (B CC)
But : (AUB) C C
Vee(AUB) =2 €AV z€B

Comme (ACC)AN(BCC)=ze(CVzel
—zxel

Donc: [([ACC)AN(BCC)|=[(AUB) CC]
b. (AUB)CC]l=[(AcCcC)AN(BCC)]?

Hypotheése : (AU B) C C

But: (ACC)AN(BcCC)

Ve A=z € (AUB) =z € C, ceci implique que A C C
VexeB=z€(AUB) =z € C, ceci implique que B C C
Donc: [(AUB)CCl=[(AC C)A (B C C)]
Conclusion :

(ACC)N(BCO)] < [(AUB) C (]

Dr Djebbar Samir



Solution de L’exercice 3:

Vr,y € R foy<:>x3—y3:oz(x2—y2)
o R est Réflexive & Vo € R, xRz 7?7
a) Soit z € Ron a
xS—x3:a(x2—w2) = zRx
Alors R est Réflexive
e R est symétrique < Va,y € R, 2Ry = yRa 7
b) Soient z,y € R
xﬂ%y@x?’—y?’:a(ﬁ—yz)
<:>y3—:c3:oz<y2—x2)
= yRe

Alors R est symétrique.
e R est Transitive < Vr,y, z € R, (zRy) et (yRz) = (zR

z) 7
Ry :r — y = a(2® —y?)
c) Soient z,y,z € R tels que { et & 9 = 13— 2% = a (2% — 2?)
:R y - Z - Oé( )
yR=z
= Rz Ainsi R est transitive.

Conclusion : R est une relation d’équivalence dans R.
2. la classe d’équivalence de 6

6= {r € R:2R6}
:{IER:x3—63:7(x2—62>}
={reR:2®— T2’ +36 =0}

:{xER:(x—G)(xz—x—6):0}
- {6,3,-2}

Il a®b <= dn e Ntel quea” =0

(1) Montrer que ® est une relation d’ordre dans N*

a) ® est-elle réflexive ?

® est réflexive <=V a € N*, ada ?

Vae N = In=1¢&Ntel que: a'! =a = aPa = P est réflexive

b) ® est-elle antisymétrique 7
® est antisymétrique <= V a,b € N*, a®bet bPa — a=1>b"
soient a,b € N*,  si a®b et bPa = dn; € Ntelque : a"* =b
et 3ng € Ntelque : b =a = (V™) =a™ =1b
— nnma=1=—=n =ny=1
=— a = b= P est antisymirique.
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c) ® est-elle transitive?
® est transitive <=V a,b,c € N*, a®b et bPc = adc

sotent a,b,c € N,
a®b et bdc = dny € Ntelque : a"* =0
et Ang € Ntelque : " =c = (a")" =c¢
dn =niny € Ntelque : a" =c¢
= aPc
— O est transitive

(2) Cet ordre est-il total ?
L’ordre n’est pas total car pour les deux entiers {2,3} on a ni 2#3 ni 392 .

Solution de L’exercice 5:
f est injective<—= V1, 19 € R — {—%}, flz1) = f(ag) = 21 =29 7

8 — 1 8 — 19
f(z1) = [ (72) Az, +6 Azy + 6
8—371 8-%2

dry +6  4ry+6
= (8 — 1) (dwy +6) = (8 — x3) (421 + 6)
= 3229 + 48 — 4129 — 621 = 3221 + 48 — 4129 — 629
= 3221 + 621 = 3225 + 624
= 38x; = 38xy = w1 = x5 donc f est injective.

f est surjective<—=Vy € R, 3z € R — {—%}, y = f(z).

Soit y € R
8—=x 8—ux
y=I@ =y w+6 Y 42 +6
=8—1r=02—-y)(dr+6)=8—x=8r+ 12— 4y — 6y

=8 —9xr +4zy =12 — 6y
= 4dzy —9r =4 — 6y

_ 4—06y
4y —9

=1 sidy—9+#0

9
y = — n’a pas d’antécédent, alors f n’est pas surjective.

4-6 3 4—6 3
Tr = 4y _g eR— {—2} car 4y _g = —5 ~— 27 =8 ce qu1 est impOSSible.

e Pour f soit bijective il faut que I'ensemble d’arrivée soit R — {%}
e [’application réciproque de f est :

Dr Djebbar Samir
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Fiche de TD 3

Solution de L’exercice 1:
1) f est définie si, et seulement si,

3z —2° >0+ 2(3—-2%) >0
<:>$(\/_ )(\/_+:E)20
= € |00, —V3JU 0, V3],
donc
Dy = |00, —v/3| U [0,v/3].

2) g est définie si, et seulement si,

x> 2,
r—2>0etx+2>0<= et T > 2,
T > =2
donc
D, = 12,400

3) h est définie si, et seulement si,

2+3
5+2x206t5—23:7é0<:>(2+3x206t5—2x>0)0u(2+3:1:§ et 5 — 2z < 0)
— 2z
<:><>2t<5> (<2t>5>
zz-getr<g)ou(z<-—getr>g
— T c 25
recl-22
3721
donc
[ 25
Dy =|—2,=|.
" _3’2[
X —o 213 5/2 400
2+ 3x — + +

5 —2x + +
(2+3x) / (5-2x%) — + —
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* Démontrons par la définition de la limite : Il£n2(3x +1)="7.
D’une maniere générale, on a:
Ve>0,3a>0,VeeDy |z—x <a=|f(z)-1I<c¢
Alors :
Ve>0,da>0,VzeR, [z —2/<a=|f(z)—-T|<e

f(z) =T <e<=|Bzx+1)—T<e¢
|3z —-6| <¢
— 3(r—-2)| <e

13

= r—-2| < =

7 -2 <2

Donc

Ve>0,3a>0,VzeR, [z—2/<a=|f(z)-T|<e
Tel que a = S

Solution de L’exercice 3:

Soit f la fonction définie sur R par :

six # 0,
flx) =9 |zl
1 stz = 0.
1. On a
lim f(z) = lim Ty ( on a utilis une limite connue )
xiﬂ) z—0
lim f(z) = lim (_smx) =-1
< x

z—0 z—0

Donc la limite n’existe pas .

2. On a xlii)no f(z) n’existe pas, ce qui signifie que la fonction n’est pas continue en 0

f n’est pas dérivable en 0, puisqu’elle n’est pas continue en ce point, car toute fonction
dérivable est continue ce qui est équivalent a dire que toute fonction discontinue en un point
ne peut étre dérivable en ce point .

Solution de L’exercice 4:
1. La fonction est clairement cntinue pour x # 0. Pour x = 0

1
lim f(z) = lim 2 cos— =0, (on autilis le thorme d'encadrement )

r—0 z—0 x

. T 3
lim f(z) = lim
z—0 z—0
donc lim f(x) = f(0) : f est continue en 0.
z—0

2. Pour x # 0 la fonction est clairement dérivable et on a

sin— =0, (onautilisle thorme d'encadrement )
T
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1 1 .
322 cos — + xsin — si x>0,
T

) T
fl(z) =
) 1 I
3x“sin — — x cos — st x < 0.
T T

La droite tangente & f en x = xg a équation y = f'(zo)(x — zo) + f(x¢) donc pour o = —
7T

3 2
onay= —px + =
— f(0
3. La fonction est dérivable en z = 0 si et seulment si la limite lim0 ‘W a une limite
T—> €T —
finie.
On a
0 3 1_
lim flz 1(0) = lim Tcos =0
> 0 > z—0
xr—0 r—0
3 1 _
lim (x 0) = lim TG =0
-0 < z—0
x—0 r—0
. - f(0) .
Donc lim =0: f est dérivable en 0 et on a
xz—0 x—0
) 1 1 .
3x% cos — + xsin — st x>0,
T T
f'(x)=¢ 0, sizx=0
1 1
3x2sin — — x cos — siz < 0.
T T

4. f' est clairement continue pour x # 0. Pour x = 0 on a

1 1
lim f'(z) = lim <3x2 cos — + xsin ) =0,

z—0 z—0 X X
R . o . 1 1

lim f'(z) = lim (3z°sin— —xzcos—) =0
< < €T €T

z—0 z—0

alors liglo f'(z) = f'(0), donc f’ est continue en 0. Par conséquent f est de classe C*(R).
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Solution de L’exercice 5: 1
a)f :R* — Ret f(zr) =sinxsin (

x
La fonction f est définie et continue sur R*. Etudions la situation en 0

1
lim f(z)= lim sinzsin () =0 ( on a utilis le thorme dencadrement )
r—0 x—0 €x 5
Donc le prolongement par continuité définie par f : R — R tel que
. (1 .
< sin x sin <> six #0

f(z) = x
0 siz =0.

1 x —X
b) f :R* — Ret f(x)=—1In €+2€
x

La fonction f est définie et continue sur R*. Etudions la situation en 0

e’ +e e?+e?
e () —m (S
lim f(z) = lim —In <€26> = lim

z—0 x—0 x—0 x—0
et —e™ "
_ PN D o
eV —e 0 ef +e”* 9 et —e
=\ —)=0cr : |hn—F— ) =7 = .
e’ + e~ 2 et +e et 4 =%
2

Donc le prolongement par continuité définie par f: R — R tel que

fla) = iln<6$26_$> sixz#£0

o

sixz =0.

¢) f :R\{-1,1} —R.

1 2 1+2 -2 -1+ —1

f(z)zl—x_l—x@:(1—1:)(1+x): (1—2z)(1+x) :(1‘“5)'

Donc f a pour limite —% quand z tend vers 1. Et donc en posant f(1) = —%, nous définissons
une fonction continue sur R\ {—1}. En —1 la fonction f n’est pas prolongeable par continuité

car w_l}(rzl1>i f(z) = Foo .

Donc f n’admet pas un prolemngement par continuité sur R.
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Rappel :

THEOREME DE L'HOPITAL

Theorem : Soient f et g deux fonctions dérivables au voisinage de xo € |a, b|.

Si lim f (&) = Aet lim g (z) =B ou A B sont tous les deux nuls
xT—Xy LI
i’

ou tous les deux infinis, ¢’ (x) # 0 pour x voisin de xg, et si lim existe alors:

T—rqg g'r {;‘C
im L&) o @)
a—zy g (x) z—zy g’ (x)

1) Soient f(z) = e** — 1 et g(x) = x, alors f'(z) = 2e** et ¢'(z) = 1

2 1 / 2 2x
lim < :9, limf<x): lim 25— =9
z—0 T 0 x—0 g’(q;) x—0 ]
Donc
2 1
lim =2
z—0 €T
2) Soient f(z) = 1+cosmx et g(x) = x> —2x+1, alors f/(z) = —7wsin7z, f’(z) = —7%cos 7w
et ¢'(x) =22 -2, ¢"(x) =2
l+cosmx 0O . (=2 . —msinmx 0
im-——— = = e 2
e—1z?2 —2x+1 0 e—1g/(zr) =—1 20 —2 0’
f'"(x) . —mfcosmx  w
r—>1 g”(x) o r—>1 2 o ?
Donc
. l4cosmx  w?
lim ———— = —.
e—1 g2 —2x+1 2
3sin 3z 2sin 2z
3) Soient =1 3z) et —1 922). alors f'(z) = — td () = —
) Soient f(z) = In(cos3x) et g(x) = In(cos 2x), alors f'(x) 53, Y () o5 2
In(cos3z) 0 y f'(x) 3 . sin3z cos2x
im ————= = — ==
z—0In(cos2x) 0 =—0¢g/(z) 22—0cos3x  sin2z
3, cos2x sin3dz 2z 3
= — | lim X X — X —
2 [=—0 cos 3z 3T sin2x 2
9 In(cos 3x)
=-=lim ————=
4 =—0In(cos2x)
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Fiche de TD 4

Solution de L’exercice 1:
1) cos(2z) = § = 2z = g+2k7r ou2r = 5;T+2k7r, kel —=uz= %—l—lm ouzx = 5g+k7r.
En total on a quatre solutions E, 71, om et H—T
6° 6 6 6
2) Comme cos? x + sin? z = 1 'équation 2 cos® x + 7sinz = 5 peut s’écrire comme
2sin?z — 7sinx + 3 = 0 qui est une équation du second degré.

3) En factorisant I’équation (2sinz — 1)(sinz — 3) = 0 alors sinz = 0.5 et les solutions

™ 5%
sont — et —.
6

Solution de L’exercice 2:
a) On sait que

arcsin(sinz) = x

si et seulement si = appartient a Uintervalle [—m/2,7/2]. On cherche donc un = dans cet
intervalle, tel que

Or
187 20 — 27 27

Comme —% appartient a [—m /2, 7/2], on aura donc

. ( 187r) 2T
arcsin Sln? =

b) On peut utiliser la formule
. s
arcsin x + arccosr = 5

On a alors

< . 187T) T ) ( . 187r)
arccos | sin — | = — — arcsin ( sin —
5) 2 5

et d’apres a)

( . 187r) T < 27T> 97
arccos [sin— | == — [ —— | = —.
5 2 5) 10

On constate bien que ce résultat appartient a l'intervalle [0, 7].
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¢) On procede comme dans a)

157 _ d4r + 7 :27T+z
7 7 7’
donc
. Y T
arcsin (Sln 7) = ?

1
d) Le nombre 3 étant compris entre -1 et 1, on a
. < . 1) 1
sin ( arcsin - | = =
3

T
e) le nombre 3 étant réel, on a

s s
tan (arctan ) = —.
2 2

Solution de L’exercice 3:

a) V x € [—1,1] sin(arccosx) = /1 — 22
V z € [-1,1] sin?(arccosz) = 1 — cos?(arccosz) = 1 — 22 donc sin(arccos z) = ++/1 — 22.
Mais comme arccos(x) € [0, 7| alors sin(arccos z) > 0 donc sin(arccos z) = /1 — z2.

b)V z € [—1,1] cos(arcsinz) = /1 — a2
V z € [-1,1] cos?(arcsinz) = 1 — sin?(arcsinz) = 1 — 2 donc cos(arcsin z) = ++/1 — 2.
Mais comme arcsin(z) € [—m/2,7/2] alors cos(arcsinz) > 0 donc cos(arcsinz) = /1 — x2.

c)Vae[-1,1] ona: 0 <arccosz < mdonc —7m < —arccosz < 0alors 0 < m—arccosz < 7.

Rappelons que cos(m — ) = — cos(#) donc cos(m — arccos ) = — cos(arccosz) = —x.
II résulte que arccos(—zr) = m — arccosz autrement arccosz + arccos(—z) = m .
Rappel :

arccos’(x) = ——— et arcsin’(z) =

V1—22

d) Soit f la fonction définie sur [—1,1] par f(z) = arcsinz + arccosz alors f'(z) = 0

pour z €] — 1,1] donc f est une fonction constante sur [—1,1] Or f(0) = g donc pour tout

zel-1,1], flz) = g
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Rappel :

cos(20) = 2cos?0 — 1 =1 —2sin%0 et sin(20) = 2sinf cos b

a) cos(2arccos ) = 2cos?(arccosz) — 1 =222 — 1
b) cos(2arcsin x) = 1 — 2sin¥arcsin )= 1 — 2z2.

c) sin(2arccos x) = 2xv/1 — x2

1

3) Soit g(x) = arctan x + arctan —, la fonction est définie sur R* .
x

1 _1

22

On a ¢'(z) = 15 22 + 1+<%>2

= 0 donc g est constante sur chacun des ses intervalle de
définition.
g(z) = ¢ sur | —00,0[ et g(z) = ¢y sur |0,4+00[. En calculant g(1) et g(—1) on obtient

T t +7T
C1 = —— €l Cy = —.
! 9 7 2

g(x)=g¢(1) = g, Voe>0 et glx)=g(-1)= —E, Vo <0.

Solution de L’exercice 4:

a) arcsin x = arcsin — 3 + arcsin 3

: : : 4 5
= sin (arcsin z) = sin (arcsm — + arcsin 13)

4 5 4 5
—> r = sin (arcsin 5) - COS (arcsin 13) + cos <arcsin 5) - sin (arcsin 13)

4 9 5 15 9 4
jx—g 1 — sin <arcsm> —|—— X (/1 —sin (arcsm5>
— 4 \/1 \/1

xr = — — —

5 13

4.

5

=z = [ 1,1]

E135651365
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b) L’équation (arcsinz — 5)arcsinz = —4,
équivaut au systeme

U = arcsin x

U>-5U0+4=0

L’équation du second degré a deux racines U; = 1 et Uy = 4. Mais arcsinx étant com-
pris entre —m/2 et 7/2, I’équation arcsinxz = 4 n’a pas de solution. Par contre I’équation
arcsinxz = 1 a une solution x = sin 1, qui est la seule solution de I’équation initiale.

¢) bcoshx — 4sinhx =3

et +e” et —e™ "
—5l——+ | 4| — ] =3
5 5
:>§em+§e_‘”—2ex+2e_m:3
1

:>§€x+§€iw:3:>ex+9€7x:6
— " 49 = 6e” = ¥ —

Posons t = €%, () devient : ¢ — 6t +9 = 0.
A=0,t=3= x=In(3).
Calculons les limites

a) En écrivant la fonction & l'aide des exponentielles, on obtient

2
e e T 62:5 _ €—2z
2008h2x—sinh2x:2< +2 ) — 5 =1+e2%,
et ceci tend vers 1 lorsque x tend vers +oc.

b) Alors

e?® (2 cosh? z — sinh 23:) = e 1+ 1,
et ceci tend vers 1 lorsque z tend vers —oc.
* La fonction f est définie si

Cette inéquation s’écrit

1
x4+ - > 2,
x
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ou encore

(x—1)?

> 0.

Le domaine de définition est donc |0, +oo[. En utilisant ’expression de argch sous forme de

logarithme,

argch

() -n o)
2$ T _HQJj T

|5 (e 1) <5 (r-1)

2 T 4 T

1 1 1
[t (o)
12 T

1
Sixz > 1, le nombre z — — est positif ainsi que Inz, et
x

1 1
argch { (x + ﬂ =Inz =|lnzx|.
2 T
. 1 e
Si0 < x <1, lenombre x — — est négatif ainsi que Inz, et
x

argch

1 1 1
— (qﬂ—ﬂ =In—=—Inz=|lnz|,
2 T T

donc, pour tout x > 0

1 1
argch { (m + ﬂ = |lnz|.
2 T
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Fiche de TD 5

Solution de L’exercice 1:

1 1+ — 22
— 142 — 22 1 —a+ 222 — 323 + 52*
—z + 22
— —x — 2%+ 23
3

202 — x

— 222 223 — 22
—323 + 22*

— =323 — 32" 4 32°

St — 3

1

le—x+2x2—3x3+5m4+o(:p4).

s 4y _ 4 - _
ou o(x*) = ze(x) avec xlgloe(x) =0

' 2 3 g4 b .
2) On sait que em=1+x+§+§+ﬂ+g+0(x)
alors

T T 1

Col T LT T T ) 14245 T o
T+ 4+ 5+ -5+ +olw — 4+ o(x
L 20 36 4l 5l 26 24 120
par la division euclidienne suivant les puissances croissantes on obtient

11+x+x2+x3+x4
2 6 24 120
2 4
1+£+ﬁ+£+ﬁ 1_£+£_L
> 6 T im 212 720
—5 =% — % im
X IQ IB I4
o T2 4 12 48
:D2 $3 X
TTuT
ZEQ 1'3 174
- ntutn
730
d’ou
x x 2zt
=1-"4+ = - 4
e — 1 513 70 o)
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2 4

x x
3) On sait que cosz =1 — 5 tog T o(x*) DL a l'ordre 4 au voiinage de 0
par la division euclidienne suivant les puissances croissantes on obtient

autre Méth(Q)de

2 1'4

cosx:1—?+2—4+o(x4):1+uenposantu:—%+ﬂ+o(9&4)

2 7t 2
Nous aurons besoin de u? = —5 to Tt x45(x)> =7t zie(x).
(On note abusivement e(x) pour différents restes.)
Ainsi

1 1 R A 2?2 5xt
u 4 u® + u’e(u) +5 24+4+x5(x) +2+24+O(x)

cos:z:: 14+u

4) On sait que 3y/1+z = (1 + x)
d’ou

1 1/1 1 1 1
3\/1+x2—1+3x2+3(3—1> §I4+o(x4):1+§x2—§x4+0(x4)

1,4 _ 2?2 2t
& =5 +%

gt 1o
- 1-Z+Z 1+22%+ 82!
%xZ—ix‘l

wl—=

1 1 /1 1
=1+ getg(5-1) 5t o)

12
19 4
2L

d’ou
V14 a? 5 19
14220 2P A,
p— tgt tptta (x)
autre Méthode ( conserver seulement les monoémes de degré < 4 )

3./1 2 1 1 1 2 5z
VITE s AP« — (1 + -2 — §a:4 + a:451(:v)> X (1 TR +3?4€2(3?)>

CcoS T Ccos T 3 2 24

2 5t 1 1 1 D 19
:1—|—%+%+§x2+6x4—§x4+x45(x):1+6$2+5x4+x45(x)
v’ 4 4
sin x $_E+Ox +o(a?)

5) tanx = = 5 1 par la division euclidienne suivant les puissances
cos T x

12 1= 4
5 tog ol
croissantes on obtient

26
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x—% 1—%2—1-%
x—% a:+’“¥;

23
d’ou tanz =z + 0 + o(x?)

Solution de L’exercice 2:

1 1 1
1) On sait cosz =1 — §x2 + 2 (z) et VIt =1+ -0— §x2 + x%e9(x)

2
Lo o 1 Lo o
cosT X yr+1 <1 — 5 +x sl(x)) X (1 + 3%~ 5% +x 52(:17)) conserver seulement
les mondmes de degré < 2

d’ou

1 1 1
cost X Vr+1=1+ 3T~ gzvz — 5902 + 2%e(x)

1 )
=1+ 3%~ ng + x?%e(x)

eJ}

m:ex(ljhfz:)*

2
= (1 +z+ % + xgsl(x)> (1 — 3z + 62° + :L‘252(x))
=1-3z+ 62"+ — 32° + 2%(x)

7
=1—-2x+ 5:62 + 2%e(x)

7 2 28
coshzln(l+x) = (1 + ) + 33351(33)) <:)3 -y + -+ :17352(:5)>

3
2 3 3
:x—%+%+%+x3€(x)
2
)
:x—%+6x3+x3s(x)
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. o . . . . .
On sait cosx =1 — 5 + x%¢(x) par la division euclidienne suivant les puissances croissantes

on obtient
_ 2% | 5.3 _ 22
r— 5+ g 12 5
_ _ 1.3 _z= 4.3
x 5T x 2+3a:
1.2, 4.3
5T +393
_ _1..2
5T
4.3
3T
2
. coshzln(l+=x x 4
d’olt ( ) =z — =+ -2° + o(z?)
CcosS & 2 3

Solution de L’exercice 3:

h
1)Onpose h=x—2,alorst=h+2etonaz=+v2+h=+2 1—1—5.

2 3 h
On se rappelle que, pour u — 0, on peut écrire /1 +u =1+ % — % + %6 +o(u?); ici u = 5
donc
h
VI=V2+h=+2 1—|—§=\/§\/1—1—u
u o ou? Ul 5
:\/5 1+§_§+T6+O(u)
h h? K 3
:\/5 1+Z—§+E+O(h)
(z—2) (@-2? (z—2)° 5
=v2|(1 — -2
f<+ 1 2 "o @2
1 In(1
2) On pose y = x — 1. Alors a ixx)Q = ?y(_;;)yz) Comme xllnly = 0, on calcul le

In(1+vy)
(y +2)?

1
In(l4+y)=y— 53/2 +o(y?),

(2+y) 2 = E (1 + g>_2 = i (1 oYy E(=2-Dy + o(y2)> _! (1 —y+ in - o(y2)>

développement limité de , en zéro. Or |

4 2 2 22 4
d’olt
In(l1+y) 1, 2)(1 1 3, 2)_1 3, )
(y+2)2—(y ST ) (g — ¥t gy tol)) =y —gu el

Donc finalement
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Inzx 1
(1+x)? 4

(x—1)— g(x —1)2 +o((z —1)%).

3)Onposeu:x—%alorsx:u+%

si si < + W) si CcoS <7T) + cos u si <W>
inr=sin|lu+ =) =sinu — usin | —
3 3 3

1
zésinu—l-—cosu

1 u? 5 V3 u? 5
—§(U—§+ (U)>+7<1—§+ (u)

VBl VB, 1, o
=5 Tt Tt el
_£+1( _z>_§( _ﬁ>2_i( _z>3+o ( _z>3
~ 2 T2 3) 4 3) T12\""3 T3

autre méthode

Pour calculer le développement limité de sin x en % a l'ordre 3 on utilise la formule de Taylor :

k=n

. 99 (a) \ » ke
f(x) =" “(x —a)* + o((x — a)¥).
\, . k! \ \,
k=0
lcin=3, a= 7 et f(x) =sinx dot
f(x) = sin x, f{_cr_l:T;
, o 1
f'(x) = cosx, f'(a) = 53
IGY
¥ \ . Y Vo
f"(x) = —sinx, f"(a) = — 5
rr ey “ J‘
f"(x) = — cosx, f’#_{r_l:—;:
donc

oA

=

=

)
=l
t\,\’]
ba | =
.
-

|
w| A
—
|
'“‘(1
—
e

|
w| =
_—

b2
|
it
[-._.|'_'
—
-

|
@ N
.
=)
e,
—
)

|
-.rv|-]
—_—
r— s
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1
4) On pose u = —, ainsi lim u = 0. Alors
€x r—>+00

vV 2 2 2
v :\/I+ :\/1+=\/1+2u
N3 x x

2u  (2u)?  (2u)? 5
—14+ 2=
Ty s g e
1 1 1 3
=ity T tam el
5)6_%,71:3, Tg = —00
2 3 2 3
2y vy 3 =t 3 2 2 4 1
er=e —ey—1+y+?+€+0(y)—1—25—1-5—6—}—0(25)—1—5—1—?—@4—0 p
Solution de L’exercice 4:
a) On a
2 ZL’4
e’ =1+x2+§+0(x4),
22 g
cosle—a—i—ﬂ—i-o(w‘l).
Donc
z2 32 2
e —cosz = o + o(x?)
et par suite
e” —coszr 3
lim = —
z—0 T2 2
b) On a
2 ot
v 4
cost =1 2!+4!+ (%),
Ly, 14 4
\/1—x2:1—§x — 3% + o(x*).
Donc

et par suite
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c) On pose y = z — 1, alors

. zlnz
lim
—1 72 — 1

lim
xr—>—+00

d)

(o)

vy .
1+ - 4+=+4o0
_ (1+y)ln(1+y)_hm( y><y 2 "3 <y)>
v—=0  y(2+y) y—0 y(2+y)
y v
1+Z == +o(y? 1
= lim 2 6 = _.
y—0 2(1+y> 2
2
1 In(1 In(1
= lim (1+ 7u)* = lim exp (n(—l—?u)) = lim exp (7 n( +U)>
u—0 u—0 u v—>0 v
2
7 ("U _ v + o(v2)>
= lim ex 2 = lim ex (7 {1— U—i-o(v)]) =’
~ o P v = e 9 =
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